
Задача № 19 

Определить главные напряжения и направления главных напряжении, если напряженное 
состояние в точке нагруженного тела задана тензором напряжений. 

௫௫ߪ ൌ 20	МПа 

ууߪ ൌ 100	МПа 

௭௭ߪ ൌ 0	МПа 

߬௫௬ ൌ 20	МПа 

߬௫௭ ൌ 10	МПа 

߬௬௭ ൌ 20	МПа 

Решение: 

1. В соответствии с уравнением (10.14) [1] определяем инварианты заданного 
напряженного состояния: 

ଵܫ ൌ ௫௫ߪ ൅ ууߪ ൅ ௭௭ߪ ൌ 20 ൅ 100 ൅ 0 ൌ 120	МПа 

ଶܫ ൌ ууߪ	௫௫ߪ ൅ ௭௭ߪ	ууߪ ൅ ௭௭ߪ	௫௫ߪ െ ߬௫௬ଶ െ ߬௬௭ଶ െ ߬௭௫ଶ 

ଶܫ ൌ 20 ∙ 100 ൅ 100 ∙ 0 ൅ 20 ∙ 0 െ 20ଶ െ 20ଶ െ 10ଶୀ1100	Мпа 

ଷܫ ൌ ௭௭ߪ	ууߪ	௫௫ߪ െ ߬௫௬ଶ	௭௭ߪ െ ߬௬௭ଶ	௫௫ߪ െ ߬௭௫ଶ	௭௭ߪ ൅ 2߬௫௬	߬௬௭	߬௭௫ 

ଷܫ ൌ 20 ∙ 100 ∙ 0 െ 0 ∙ 20ଶ െ 20 ∙ 20ଶ െ 100 ∙ 10ଶ ൅ 2 ∙ 20 ∙ 10 ∙ 20 ൌ െ10000	Мпа 

2. Определяем коэффициенты уравнения (10.14) [1]. 

Если сделать замену неизвестного  S ൌ σ ൌ x ൅ ଵ

ଷ
  , то из (10.14) получим приведенное	ଵܫ

уравнение: 

ଷݔ ൅ ݔ݌ ൅ ݍ ൌ 0; 

где  ݌ ൌ ଶܫ െ
ଵ

ଷ
ଵܫ
ଶ; 

ݍ ൌ െ
2
27

ଵܫ
ଷ ൅

1
3
ଶܫଵܫ െ  ଷܫ

݌ ൌ 1100 െ
1
3
	120ଶ ൌ െ3700 

ݍ ൌ െ
2 ∙ 120ଷ

27
൅
120 ∙ 1100

3
െ 10000 ൌ െ74 

Определяем дискриминант приведенного уравнения: 

∆ൌ ቀ
݌
3
ቁ
ଷ
൅ ቀ

ݍ
2
ቁ
ଶ
ൌ ൬െ

3700
3

൰
ଷ

൅ ൬െ
74000
2

൰
ଶ

ൌ െ507.04 ∙ 10଺ ൏ 0 

Т.к. дискриминант отрицателен, значит все корни приведенного уравнения вещественные. 

3. Вычисляем величины главных напряжений. 



Для решения приведенного уравнения применим формулу Кардано: 

ଵݔ ൌ 2	ටቚ
݌
3
ቚ cos

߮
3

 

ଶݔ ൌ 2	ටቚ
݌
3
ቚ cos ൬

߮
3
൅
ߨ2
3
൰ 

ଷݔ ൌ 2	ටቚ
݌
3
ቚ cos ൬

߮
3
൅
ߨ4
3
൰ 

где  cos߮ ൌ െ ௤

ଶ	ටฬ೛
య

మళ
ฬ
 

cos ߮ ൌ െ
െ74000

2	ටฬ
ሺെ3700ሻଷ

27 ฬ
ൌ 0,854242 

߮ ൌ 31,32388° 

cos ቀ
߮
3
ቁ ൌ cosሺ10,44°ሻ ൌ 0,983441 

cos ൬
߮
3
൅
ߨ2
3
൰ ൌ cosሺ130,44°ሻ ൌ െ0,64867 

cos ൬
߮
3
൅
ߨ4
3
൰ ൌ cosሺ250,44°ሻ ൌ െ0,33477 

ଵݔ ൌ 2	ඨฬ
െ3700
3

ฬ ∙ 0,983441 ൌ 69,08 

ଶݔ ൌ 2	ඨฬ
െ3700
3

ฬ ∙ ሺെ0,64867ሻ ൌ െ45,56 

ଷݔ ൌ 2	ඨฬ
െ3700
3

ฬ ∙ ሺെ0,33477ሻ ൌ െ23,51 

Окончательно получаем: 

ଵߪ ൌ 69,08 ൅
120
3

ൌ 109,08	Мпа 

ଶߪ ൌ െ45,56 ൅
120
3

ൌ 5,56	МПа 

ଷߪ ൌ െ23,51 ൅
120
3

ൌ 16,49	Мпа 

Проверка правильности вычислений главных напряжений: так как  ܫଵ, ,ଶܫ  ,ଷ – инвариантыܫ
значит их значения постоянны. Ранее били получены их значения в данной системе 
координат: 

ଵܫ ൌ ଵߪ ൅ ଶߪ ൅ ଷߪ ൌ 109,08 െ 5,56 ൅ 16,49 ൌ 120	МП 



ଶܫ ൌ ଶߪ	ଵߪ ൅ ଷߪ	ଵߪ ൅ ଷߪ	ଶߪ ൌ 109,08ሺെ5,56ሻ ൅ 109,08ሺ16,49ሻ ൅ 16,49ሺെ5,56ሻ ൌ 1000	Мпа 

ଷܫ ൌ ଷߪ	ଶߪ	ଵߪ ൌ 109,08ሺെ5,56ሻ16,49 ൌ െ10000	Мпа 

Результаты вычислений  ܫଵ, ,ଶܫ  ଷ  в рамках допустимых отклонений совпадают сܫ
результатами, полученными в п. 1. 

4. Определяем направляющие косинусы главных площадок. Система уравнений для 
определения  ݈ଵ	, ݉ଵ	, ݊ଵ имеет следующий вид (10.11) [1]: 

ሺߪ௫௫ െ ܵሻ ∙ ݈ ൅ ߬௫௬ ∙ ݉ ൅ ߬௫௭ ∙ ݊ ൌ 0 

߬௫௬ ∙ ݈ ൅ ሺߪ௬௬ െ ܵሻ ∙ ݉ ൅ ߬௭௬ ∙ ݊ ൌ 0 

݈ଶ ൅ ݉ଶ ൅ ݊ଶ ൌ 1 

 

ሺ20 െ 109,08ሻ݈ଵ ൅ 20݉ଵ ൅ 10݊ଵ ൌ 0 

20݈ଵ ൅ ሺ100 െ 109,08ሻ݉ଵ ൅ 20݊ଵ ൌ 0 

݈ଵ
ଶ ൅ ݉ଵ

ଶ ൅ ݊ଵଶ ൌ 1 

Решение уравнения: 

݈ଵ ൌ 0,2357 

݉ଵ ൌ 0,9518 

݊ଵ ൌ 0,1964 

Условия проверки выполняются: 

ሺ0,2357ሻଶ ൅ ሺ0,9518ሻଶ ൅ ሺ0,1964ሻଶ ൎ 1 

Система уравнений для определения  ݈ଶ	, ݉ଶ	, ݊ଶ имеет следующий вид: 

ሺ20 ൅ 5,56ሻ݈ଶ ൅ 20݉ଶ ൅ 10݊ଶ ൌ 0 

20݈ଶ ൅ ሺ100 െ 5,56ሻ݉ଶ ൅ 20݊ଶ ൌ 0 

݈ଶ
ଶ ൅ ݉ଶ

ଶ ൅ ݊ଶଶ ൌ 1 

Решение уравнения: 

݈ଶ ൌ െ0,2720 

݉ଶ ൌ െ0,1291 

݊ଶ ൌ 0,9536 

Условия проверки выполняются: 

ሺെ0,2720ሻଶ ൅ ሺെ0,1291ሻଶ ൅ ሺ0,9536ሻଶ ൎ 1 

Система уравнений для определения  ݈ଷ	, ݉ଷ	, ݊ଷ имеет следующий вид: 

ሺ20 െ 16,49ሻ݈ଷ ൅ 20݉ଷ ൅ 10݊ଷ ൌ 0 

20݈ଷ ൅ ሺ100 െ 16,49ሻ݉ଶ ൅ 20݊ଷ ൌ 0 



݈ଷ
ଶ ൅ ݉ଷ

ଶ ൅ ݊ଷଶ ൌ 1 

Решение уравнения: 

݈ଷ ൌ 0,9328 

݉ଷ ൌ െ0,2783 

݊ଷ ൌ 0,2291 

Условия проверки выполняются: 

ሺ0,9328ሻଶ ൅ ሺെ0,2783ሻଶ ൅ ሺ0,2291ሻଶ ൎ 1  
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Задача № 20 

На прямоугольную пластину шириной b, длиной l=2b и толщиной в единицу действуют по 
кромкам внешние силы, распределенные по ее толщине. Эти силы создают в пластине 
обобщенное плоское напряженное состояние. 

Указаны оси координат и задано выражение функции напряжении ߮ ൌ фଵ െ фଶ . 

Требуется: 

1. Проверить возможность существования такой функции напряжений. 

2. По функции напряжений найти выражения компонентов напряжений. 

3. Выяснить характер распределенных по кромкам внешних сил, при действии которых 
имеет место найденная система напряжений, и построить эпюры напряжений.  

4. По полученным эпюрам напряжении произвести проверку равновесия пластины. 

фଵ ൌ ܾ݉ଶݕሺݔ ൅  ሻݕ

фଶ ൌ ଶݔଶሺ3ݕ݊ ൅  ଶሻݕ

݉
݊
ൌ െ2 

 

Решение: 

1. Проверим существование такой функции напряжений: 

߮ ൌ ܾ݉ଶݕሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ଶݔଶሺ3ݕ݊ ൅  ଶሻݕ

߮ ൌ ܾ݉ଶݕݔ ൅ ܾ݉ଶݕଶ ൅ ଶݕଶݔ3݊ െ   ସݕ݊

߮ ൌ െ2ܾ݊ଶݕݔ െ 2ܾ݉ଶݕଶ ൅ ଶݕଶݔ3݊ െ  ସݕ݊

Для выполнения проверки существования заданной функции напряжений выполним ее 
дифференцирование: 

߲߮
ݔ߲

ൌ െ2ܾ݊ଶݕ ൅  ଶݕݔ6݊

߲ଶ߮
ଶݔ߲

ൌ  ଶݕ6݊



߲ଷ߮
ଷݔ߲

ൌ 0 

߲ସ߮
ସݔ߲

ൌ 0 

߲߮
ݕ߲

ൌ െ4ܾ݊ଶݔ െ 4ܾ݊ଶݕ ൅ ݕଶݔ6݊ െ  ଷݕ4݊

߲ଶ߮
ଶݕ߲

ൌ െ4ܾ݊ଶ ൅ ଶݔ6݊ െ  ଶݕ12݊

߲ଷ߮
ଷݕ߲

ൌ െ24݊ݕ 

߲ସ߮
ସݕ߲

ൌ െ24݊ 

߲ଶ߮
ݕ߲ݔ߲

ൌ െ2ܾ݊ଶ ൅  ݕݔ12݊

߲ଶ߮
ݕଶ߲ݔ߲

ൌ  ݕ12݊

߲ଶ߮
ଶݕଶ߲ݔ߲

ൌ 12݊ 

Подставим четвертые производные в бигармоническое уравнение (10.32) [1]: 

߲ସ߮
ସݔ߲

൅ 2
߲ସ߮

ଶݕଶ߲ݔ߲
൅
߲ସ߮
ସݕ߲

ൌ 0	, 

видим, что оно удовлетворяется: 0 ൅ 2 ∙ 12݊ െ 24݊ ൌ 0. 

Следовательно, напряженное состояние пластины, выраженное заданной функцией 
напряжений, возможно. 

2. По функции напряжений найдем выражения компонентов напряжений. Компоненты 
напряжений, действующих по кромкам пластин, равны: 

௫ߪ ൌ
߲ଶ߮
ଶݕ߲

ൌ ଶݔ6݊ െ 4ܾ݊ଶ െ  ଶݕ12݊

௬ߪ ൌ
߲ଶ߮
ଶݔ߲

ൌ  ଶݕ6݊

߬௫௬ ൌ െ
߲ଶ߮
ݕ߲ݔ߲

ൌ 2ܾ݊ଶ െ  ݕݔ12݊

3. Выясним характер распределенных по кромкам пластины внешних сил, под действием 
которых имеет место данная система напряжений и построим эпюры напряжений. 
Используя функциональные компоненты напряжений в пластине, построим 
соответствующие эпюры напряжений по контуру пластины на каждой ее боковой стороне. 

Сторона 5-0-1 (x=0;  െ࢈

૛
	൑ ࢟ ൑ ࢈

૛
 ) 



На этой грани действуют напряжения: 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ െ  ଶݕ12݊

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

࢟ ൌ െ
࢈
૛

 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ െ7ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

y = 0 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

࢟ ൌ
࢈
૛

 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ െ7ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

Сторона 1-2 (0൑ ࢞ ൑ ૛࢈ ; ࢟ ൌ ࢈

૛
 ) 

На этой грани действуют напряжения: 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ     ݔ6ܾ݊

x = 0  

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

x = 2b 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ 12ܾ݊ଶ ൌ െ10ܾ݊ଶ 

Сторона 2-3-4 (x=2b; െ࢈

૛
	൑ ࢟ ൑ ࢈

૛
) 

На этой грани действуют напряжения: 

௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ െ  ଶݕ12݊

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ  ݕ24ܾ݊

࢟ ൌ െ
࢈
૛

 



௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ 17ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ ൅ 12ܾ݊ଶ ൌ 14ܾ݊ଶ 

y = 0 

௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

࢟ ൌ
࢈
૛

 

௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ 17ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ 12ܾ݊ଶ ൌ െ10ܾ݊ଶ 

Сторона 4-5 (0൑ ࢞ ൑ ૛࢈ ; ࢟ ൌ െ࢈

૛
) 

На этой грани действуют напряжения: 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ ൅  ݔ6ܾ݊

x = 0 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

x = 2b 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ ൅ 12ܾ݊ଶ ൌ 14ܾ݊ଶ 

По полученным результатам строим эпюры ߪ௫௫ , ߪ௬௬ , ߬௫௬ 



 

4. По полученным эпюрам производим проверку равновесия пластины. Для этого найдем 
равнодействующие внешних сил, действующих по кромкам пластины. 

ܴ௫ହିଵ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ නሺെ4ܾ݊ଶ െ ଶሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ െ5ܾ݊ଷ 

ܴ௬ହିଵ ൌ න߬௫௬

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ න2ܾ݊ଶ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 2ܾ݊ଶ 

ܴ௫ଵିଶ ൌ න ߬௫௬

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ2ܾ݊ଶ െ ሻݔ6ܾ݊ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ െ8ܾ݊ଷ 

ܴ௬ଵିଶ ൌ න ௬௬ߪ

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ1,5ܾ݊ଶሻ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ଷ 

ܴ௫ଶିସ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ නሺ20ܾ݊ଶ െ ଶሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 19ܾ݊ଷ 



ܴ௬ଶିସ ൌ න߬௫௬

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ නሺ2ܾ݊ଶ െ ሻݕ24ܾ݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 2ܾ݊ଷ 

ܴ௫ସିହ ൌ න ߬௫௬

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ2ܾ݊ଶ ൅ ሻݔ6ܾ݊ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 16ܾ݊ଷ 

ܴ௬ସିହ ൌ න ௫௫ߪ

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ1,5ܾ݊ଶሻ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ଷ 

Далее определяем статические моменты площадей эпюры нормальных напряжений, 
действующих по краям пластины, относительно координатных осей X, Y, Z, с целью 
вычисления координат точек приложения равнодействующих сил от нормальных 
напряжений: 

ܵ௫ହିଵ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ ݕ݀ ൌ නሺെ4ܾ݊ଶݕ െ ଷሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 0 

ܵ௬ଵିଶ ൌ න ௬௬ߪ

ଶ௕

଴

ݔ ݔ݀ ൌ න 1,5ܾ݊ଶݔ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ସ 

ܵ௫ଶିସ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ ݕ݀ ൌ නሺ20ܾ݊ଶ െ ଷሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 0 

ܵ௬ସିହ ൌ න ௬௬ߪ

ଶ௕

଴

ݔ݀ݔ ൌ න 1,5ܾ݊ଶݔ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ସ 

Расстояние от точек действия результирующих нормальных сил до соответствующих 
координатных осей принимают следующие значения: 

ହିଵݕ ൌ
ܵ௫ହିଵ

ܴ௫ହିଵ
ൌ

0
െ5ܾ݊ଷ

ൌ 0 

ଵିଶݔ ൌ
ܵ௬ଵିଶ

ܴ௬ଵିଶ
ൌ
3ܾ݊ସ

3ܾ݊ଷ
ൌ ܾ 

ଶିସݕ ൌ
ܵ௫ଶିସ

ܴ௫ଶିସ
ൌ

0
19ܾ݊ଷ

ൌ 0 

ସିହݔ ൌ
ܵ௬ସିହ

ܴ௬ସିହ
ൌ
3ܾ݊ସ

3ܾ݊ଷ
ൌ ܾ 



 

Проверим условия нахождения пластины в равновесном состоянии: 

෍ݔ ൌܴ௫ହିଵ െ ܴ௫ଵିଶ ൅ ܴ௫ଶିସ െ ܴ௫ସିହ ൌ ሺ5 െ 8 ൅ 19 െ 16ሻܾ݊ଷ ൌ 0 

෍ݕ ൌܴ௬ଵିଶ െ ܴ௬ସିହ ൅ ܴ௬ଶିସ ൅ ܴ௬ହିଵ ൌ ሺ3 െ 3 ൅ 2 െ 2ሻܾ݊ଷ ൌ 0 

෍ܯሺ2ሻ ൌܴ௬ଵିଶ ∙ ܾ െ ܴ௬ସିହ ∙ ܾ െ ܴ௬ହିଵ ∙ 2ܾ െ ܴ௫ହିଵ ∙
ܾ
2
൅ ܴ௫ସିହ ∙ ܾ െ ܴ௫ଶିସ ∙

ܾ
2

 

෍ܯሺ2ሻ ൌ3ܾ݊ସ െ 3ܾ݊ସ െ 4ܾ݊ସ െ
5
2
ܾ݊ସ ൅ 16ܾ݊ସ െ

19
2
ܾ݊ସ ൌ 0 

Уравнения равновесия удовлетворяются, следовательно, пластина находится в 
равновесном состоянии. 
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