
Задача № 20 

На прямоугольную пластину шириной b, длиной l=2b и толщиной в единицу действуют по 
кромкам внешние силы, распределенные по ее толщине. Эти силы создают в пластине 
обобщенное плоское напряженное состояние. 

Указаны оси координат и задано выражение функции напряжении ߮ ൌ фଵ െ фଶ . 

Требуется: 

1. Проверить возможность существования такой функции напряжений. 

2. По функции напряжений найти выражения компонентов напряжений. 

3. Выяснить характер распределенных по кромкам внешних сил, при действии которых 
имеет место найденная система напряжений, и построить эпюры напряжений.  

4. По полученным эпюрам напряжении произвести проверку равновесия пластины. 

фଵ ൌ ܾ݉ଶݕሺݔ ൅  ሻݕ

фଶ ൌ ଶݔଶሺ3ݕ݊ ൅  ଶሻݕ

݉
݊
ൌ െ2 

 

Решение: 

1. Проверим существование такой функции напряжений: 

߮ ൌ ܾ݉ଶݕሺݔ ൅ ሻݕ ൅ ଶݔଶሺ3ݕ݊ ൅  ଶሻݕ

߮ ൌ ܾ݉ଶݕݔ ൅ ܾ݉ଶݕଶ ൅ ଶݕଶݔ3݊ െ   ସݕ݊

߮ ൌ െ2ܾ݊ଶݕݔ െ 2ܾ݉ଶݕଶ ൅ ଶݕଶݔ3݊ െ  ସݕ݊

Для выполнения проверки существования заданной функции напряжений выполним ее 
дифференцирование: 

߲߮
ݔ߲

ൌ െ2ܾ݊ଶݕ ൅  ଶݕݔ6݊

߲ଶ߮
ଶݔ߲

ൌ  ଶݕ6݊



߲ଷ߮
ଷݔ߲

ൌ 0 

߲ସ߮
ସݔ߲

ൌ 0 

߲߮
ݕ߲

ൌ െ4ܾ݊ଶݔ െ 4ܾ݊ଶݕ ൅ ݕଶݔ6݊ െ  ଷݕ4݊

߲ଶ߮
ଶݕ߲

ൌ െ4ܾ݊ଶ ൅ ଶݔ6݊ െ  ଶݕ12݊

߲ଷ߮
ଷݕ߲

ൌ െ24݊ݕ 

߲ସ߮
ସݕ߲

ൌ െ24݊ 

߲ଶ߮
ݕ߲ݔ߲

ൌ െ2ܾ݊ଶ ൅  ݕݔ12݊

߲ଶ߮
ݕଶ߲ݔ߲

ൌ  ݕ12݊

߲ଶ߮
ଶݕଶ߲ݔ߲

ൌ 12݊ 

Подставим четвертые производные в бигармоническое уравнение (10.32) [1]: 

߲ସ߮
ସݔ߲

൅ 2
߲ସ߮

ଶݕଶ߲ݔ߲
൅
߲ସ߮
ସݕ߲

ൌ 0	, 

видим, что оно удовлетворяется: 0 ൅ 2 ∙ 12݊ െ 24݊ ൌ 0. 

Следовательно, напряженное состояние пластины, выраженное заданной функцией 
напряжений, возможно. 

2. По функции напряжений найдем выражения компонентов напряжений. Компоненты 
напряжений, действующих по кромкам пластин, равны: 

௫ߪ ൌ
߲ଶ߮
ଶݕ߲

ൌ ଶݔ6݊ െ 4ܾ݊ଶ െ  ଶݕ12݊

௬ߪ ൌ
߲ଶ߮
ଶݔ߲

ൌ  ଶݕ6݊

߬௫௬ ൌ െ
߲ଶ߮
ݕ߲ݔ߲

ൌ 2ܾ݊ଶ െ  ݕݔ12݊

3. Выясним характер распределенных по кромкам пластины внешних сил, под действием 
которых имеет место данная система напряжений и построим эпюры напряжений. 
Используя функциональные компоненты напряжений в пластине, построим 
соответствующие эпюры напряжений по контуру пластины на каждой ее боковой стороне. 

Сторона 5-0-1 (x=0;  െ࢈

૛
	൑ ࢟ ൑ ࢈

૛
 ) 



На этой грани действуют напряжения: 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ െ  ଶݕ12݊

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

࢟ ൌ െ
࢈
૛

 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ െ7ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

y = 0 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

࢟ ൌ
࢈
૛

 

௫௫ߪ ൌ െ4ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ െ7ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

Сторона 1-2 (0൑ ࢞ ൑ ૛࢟ ; ࢈ ൌ ࢈

૛
 ) 

На этой грани действуют напряжения: 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ     ݔ6ܾ݊

x = 0  

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

x = 2b 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ 12ܾ݊ଶ ൌ െ10ܾ݊ଶ 

Сторона 2-3-4 (x=2b; െ࢈

૛
	൑ ࢟ ൑ ࢈

૛
) 

На этой грани действуют напряжения: 

௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ െ  ଶݕ12݊

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ  ݕ24ܾ݊

࢟ ൌ െ
࢈
૛

 



௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ 17ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ ൅ 12ܾ݊ଶ ൌ 14ܾ݊ଶ 

y = 0 

௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

࢟ ൌ
࢈
૛

 

௫௫ߪ ൌ 20ܾ݊ଶ െ 3ܾ݊ଶ ൌ 17ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ െ 12ܾ݊ଶ ൌ െ10ܾ݊ଶ 

Сторона 4-5 (0൑ ࢞ ൑ ૛࢟ ; ࢈ ൌ െ࢈

૛
) 

На этой грани действуют напряжения: 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ ൅  ݔ6ܾ݊

x = 0 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ 

x = 2b 

௬௬ߪ ൌ
3
2
ܾ݊ଶ 

߬௫௬ ൌ 2ܾ݊ଶ ൅ 12ܾ݊ଶ ൌ 14ܾ݊ଶ 

По полученным результатам строим эпюры ߪ௫௫ , ߪ௬௬ , ߬௫௬ 



 

4. По полученным эпюрам производим проверку равновесия пластины. Для этого найдем 
равнодействующие внешних сил, действующих по кромкам пластины. 

ܴ௫ହିଵ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ නሺെ4ܾ݊ଶ െ ଶሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ െ5ܾ݊ଷ 

ܴ௬ହିଵ ൌ න߬௫௬

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ න2ܾ݊ଶ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 2ܾ݊ଶ 

ܴ௫ଵିଶ ൌ න ߬௫௬

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ2ܾ݊ଶ െ ሻݔ6ܾ݊ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ െ8ܾ݊ଷ 

ܴ௬ଵିଶ ൌ න ௬௬ߪ

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ1,5ܾ݊ଶሻ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ଷ 

ܴ௫ଶିସ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ නሺ20ܾ݊ଶ െ ଶሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 19ܾ݊ଷ 



ܴ௬ଶିସ ൌ න߬௫௬

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ݀ ൌ නሺ2ܾ݊ଶ െ ሻݕ24ܾ݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 2ܾ݊ଷ 

ܴ௫ସିହ ൌ න ߬௫௬

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ2ܾ݊ଶ ൅ ሻݔ6ܾ݊ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 16ܾ݊ଷ 

ܴ௬ସିହ ൌ න ௫௫ߪ

ଶ௕

଴

ݔ݀ ൌ න ሺ1,5ܾ݊ଶሻ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ଷ 

Далее определяем статические моменты площадей эпюры нормальных напряжений, 
действующих по краям пластины, относительно координатных осей X, Y, Z, с целью 
вычисления координат точек приложения равнодействующих сил от нормальных 
напряжений: 

ܵ௫ହିଵ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ ݕ݀ ൌ නሺെ4ܾ݊ଶݕ െ ଷሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 0 

ܵ௬ଵିଶ ൌ න ௬௬ߪ

ଶ௕

଴

ݔ ݔ݀ ൌ න 1,5ܾ݊ଶݔ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ସ 

ܵ௫ଶିସ ൌ නߪ௫௫

௕
ଶ

ି௕ଶ

ݕ ݕ݀ ൌ නሺ20ܾ݊ଶ െ ଷሻݕ12݊ ݕ݀

௕
ଶ

ି௕ଶ

ൌ 0 

ܵ௬ସିହ ൌ න ௬௬ߪ

ଶ௕

଴

ݔ݀ݔ ൌ න 1,5ܾ݊ଶݔ ݔ݀

ଶ௕

଴

ൌ 3ܾ݊ସ 

Расстояние от точек действия результирующих нормальных сил до соответствующих 
координатных осей принимают следующие значения: 

ହିଵݕ ൌ
ܵ௫ହିଵ

ܴ௫ହିଵ
ൌ

0
െ5ܾ݊ଷ

ൌ 0 

ଵିଶݔ ൌ
ܵ௬ଵିଶ

ܴ௬ଵିଶ
ൌ
3ܾ݊ସ

3ܾ݊ଷ
ൌ ܾ 

ଶିସݕ ൌ
ܵ௫ଶିସ

ܴ௫ଶିସ
ൌ

0
19ܾ݊ଷ

ൌ 0 

ସିହݔ ൌ
ܵ௬ସିହ

ܴ௬ସିହ
ൌ
3ܾ݊ସ

3ܾ݊ଷ
ൌ ܾ 



 

Проверим условия нахождения пластины в равновесном состоянии: 

෍ݔ ൌܴ௫ହିଵ െ ܴ௫ଵିଶ ൅ ܴ௫ଶିସ െ ܴ௫ସିହ ൌ ሺ5 െ 8 ൅ 19 െ 16ሻܾ݊ଷ ൌ 0 

෍ݕ ൌܴ௬ଵିଶ െ ܴ௬ସିହ ൅ ܴ௬ଶିସ ൅ ܴ௬ହିଵ ൌ ሺ3 െ 3 ൅ 2 െ 2ሻܾ݊ଷ ൌ 0 

෍ܯሺ2ሻ ൌܴ௬ଵିଶ ∙ ܾ െ ܴ௬ସିହ ∙ ܾ െ ܴ௬ହିଵ ∙ 2ܾ െ ܴ௫ହିଵ ∙
ܾ
2
൅ ܴ௫ସିହ ∙ ܾ െ ܴ௫ଶିସ ∙

ܾ
2

 

෍ܯሺ2ሻ ൌ3ܾ݊ସ െ 3ܾ݊ସ െ 4ܾ݊ସ െ
5
2
ܾ݊ସ ൅ 16ܾ݊ସ െ

19
2
ܾ݊ସ ൌ 0 

Уравнения равновесия удовлетворяются, следовательно, пластина находится в 
равновесном состоянии. 
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